
 
 

 
Вестник КРСУ. 2010. Том 10. № 9 35 

6. Архангельский А.В. Об одном классе пространств, содержащем все метрические и все локально-
бикомпактные пространства // ДАН СССР. – 1963. – Т. 151. – № 4. – С. 751–754. 

7. Александров П.С. On some results concerning topological spaces and their continuous mappings // 
Proc. Symp., Pregue, September, 1961. 

8. Frolik Z. On the topological product of paracompact spaces // Bull. Acad. Polon., sci., ser. math. – 
1960. – V. 8. – №11–12. – Р. 747–750. 

9. Мусаев Д.К. О суперпаракомпактных топологических пространствах // ДАН УзССР. – 1983. – 
№2. – С. 5–6. 

10. Мусаев Д.К., Пасынков Б.А. О свойствах компактности и полноты топологических пространств и 
непрерывных отображений. – Ташкент: Фан, 1994. 
 
 
 
УДК 512.15 (575.2) (04) 

ОБЩИЙ ВИД ПОЛУАДДИТИВНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ НА ( )bC X  

Г.Ф. Джаббаров 

Исследуется пространство полуаддитивных функционалов и получен общий вид полуаддитивных функ-
ционалов на ( )bC X . 
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Пусть X – тихоновское пространство. Через ( )bС X  обозначим пространство всех ограниченных 

непрерывных функций :f X R→  с обычными (поточечными) операциями и sup-нормой, т.е. с нор-

мой ( ){ }supf f x : x X= ∈ . Для каждого c R∈  через Xc  обозначим постоянную функцию, опреде-

ляемую по формуле ( )Xc x c= , x X∈ . Пусть ( ), bС Xφ ψ ∈ . Неравенство φ ψ≤  означает, что 
( ) ( )x xφ ψ≤  для всех x X∈ . 
Следуя работам [1], [2] введем следующее 
Определение 1. Функционал ( ): bC X Rν →  называется: 
1) слабо аддитивным, если для всех c R∈  и ( )bС Xϕ ∈  выполняется равенство 

( ) ( ) ( )1X Xc cν ϕ ν ϕ ν+ = + ⋅ ; 
2) сохраняющим порядок, если для функций ( ), bС Xϕ ψ ∈  из φ ψ≤  вытекает ( ) ( )ν φ ν ψ≤ ; 
3) нормированным, если ( )1 1Xν = ; 
4) положительно-однородным, если ( ) ( )ν λ φ λ ν φ=  для всех ( )bС Xϕ ∈ , Rλ +∈ , где 

[ )0,R+ = + ∞ ; 
5) полуаддитивным, если ( ) ( ) ( )f g f gν ν ν+ ≤ +  для всех , ( )bf g C X∈ . 
Для компакта X через ( )O XβD  обозначается [2] множество всех слабо аддитивных, сохраняю-

щих порядок, нормированных функционалов. Элементы множества ( )O XβD , для краткости, назы-
вают слабо аддитивными функционалами. Через ( )OH XβD  обозначим множество всех положи-
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тельно-однородных функционалов из ( )O XβD , а через ( )OS XβD  – всех полуаддитивных функ-
ционалов из ( )OH XβD . Эти множества снабжаются топологией поточечной сходимости. Базу окре-
стностей функционала ( )O Xμ β∈ D  образуют множества вида 

( ) ( ) ( ){ }1; ; : 1k i iO X i kμ ϕ ϕ ε ν β μ ϕ ν ϕ ε= ∈ − < =D,..., , ,..., . 

В пространствах ( )OH XβD  и ( )OS XβD  рассматривается индуцированная топология из 

( )O XβD . 
Далее мы получим общий вид слабо аддитивных, сохраняющих порядок, нормированных, поло-

жительно-однородных и полуаддитивных функционалов на ( )bC X . 
Легко доказывается следующее 
Предложение 1. Для любого тихоновского пространства X пространства ( )OH XβD  и 

( )OS XβD  являются выпуклыми компактами. 
Пусть A – непустое подмножество пространства ( )P XβD  положительных, нормированных ли-

нейных функционалов на ( )bC X  и ( )bf C X∈ . Тогда ( )f fμ ≤  для любого Aμ ∈ , и поэтому мно-
жество { }( ) :f Aμ μ∈  ограничено сверху. Следовательно, для любого ( )bf C X∈  существует число  

{ }( ) sup ( ) :A f f Aν μ μ= ∈ . (1) 
Предложение 2. Пусть A – непустое подмножество пространства ( )P XβD . Тогда 
а) функционал : ( )А bC X Rν →  принадлежит ( )OS XβD ; 
б) ( )A co Aν ν= , где ( )co A  – выпуклая оболочка A; 

в) ( )A cl Aν ν= , где ( )cl A  – замыкание A; 

г) ( ( ))A cl co Aν ν= . 

Доказательство. а) 1. Пусть ( )bf C X∈  и c R∈ . Имеем  
( ) sup{ ( ) : } sup{ ( ) : )A X Xf c f c A f c Aν μ μ μ μ+ = + ∈ = + ∈ =  
sup{ ( ) : } ( )Af A c f cμ μ ν= ∈ + = + . 

2. Возьмем , ( )bf g C X∈  такие, что f g≤ . Тогда  
( ) sup{ ( ) : } sup{ ( ) : } ( ).A Af f A g A gν μ μ μ μ ν= ∈ ≤ ∈ =  

3. (1 ) sup{ (1 ) : } sup{1: } 1.A X X A Aν μ μ μ= ∈ = ∈ =  
4. Пусть ( )bf C X∈  и .t R+∈  Тогда  

( ) sup{ ( ) : } sup{ ( ) : } sup{ ( ) : } ( )A Atf tf A t f A t f A t fν μ μ μ μ μ μ ν= ∈ = ∈ = ∈ =  
5. Пусть , ( )bf g C X∈ . Тогда  

( ) sup{ ( ) : } sup{ ( ) ( ) : }A f g f g A f g Aν μ μ μ μ μ+ = + ∈ = + ∈ ≤  
sup{ ( ) : } sup{ ( ) : } ( ) ( ).A Af A g A f gμ μ μ μ ν ν≤ ∈ + ∈ = +  

Таким образом, ( )A OS Xν β∈ D .  
б) Поскольку ( )A co A⊂ , то ( )( ) ( )A co Af fν ν≤  для любого ( )bf C X∈ . Покажем, что 

( )( ) ( )A co Af fν ν≥  для любого ( )bf C X∈ . 

Пусть ( )bf C X∈  и 0ε > . Тогда существует ( )co Aεμ ∈  такое, что ( )( ) ( )co Af fεμ μ ε≥ − . Так как 

( )co Aεμ ∈  , то εμ  имеет вид 
1

n

k k
i

t μ
=
∑ , где k Aμ ∈ , 0kt ≥ , 1,k n= , 
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=∑ . Поскольку ( ) ( )k Af fμ μ≤ , то 
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( )
1 1

( ) ( ) ( ) ( )
n n

co A k k k A A
k k

f f t t f fεμ ε μ μ ν ν
= =

− ≤ = ≤ =∑ ∑ , 

т.е. ( ) ( ) ( )co A Af fν ε ν− ≤ . В силу произвольности 0ε >  получим, что ( ) ( ) ( )co A Af fν ν≤ , т.е. 

( )( ) ( )A co Af fν ν= . 

в) Так как ( )A cl A⊂ , то ( )( ) ( )A cl Af fν ν≤  для любого ( )bf C X∈ . Покажем, что ( )( ) ( )A cl Af fν ν≥  

для любого ( )bf C X∈ . 
Возьмём ( )bf C X∈  и 0ε > . Тогда существует ( )cl Aεμ ∈  такое, что ( )( ) ( )cl Af fεμ ν ε≥ − . Так 

как ( )cl Aεμ ∈ , то существует 0 Aμ ∈  такое, что 0( ) ( )f fεμ μ ε− < . Следовательно,  

( ) 0( ) ( ) ( ) ( ) ,cl A Af f f fεν ε μ μ ε ν ε− ≤ < + ≤ +  

т.е. ( ) ( ) 2 ( )cl A Af fν ε ν− < . В силу произвольности 0ε >  имеем, что ( ) ( ) ( )cl A Af fν ν≤ , т.е. 

( )( ) ( )A cl Af fν ν= . 
г) Непосредственно следует из б) и в). Предложение 2 доказано. 
Следующий результат показывает, что формула (1) дает общий вид функционалов из ( ).OS XβD  
Теорема 1. Для всякого ( )OS Xν β∈ D  существует непустой выпуклый компакт A в ( )P XβD  та-

кой, что Aν ν= , где Aν  функционал вида (1), при этом для каждого ( )bf C X∈  существует Aμ ∈  та-
кое, что ( ) ( )f fν μ= . 

Следующий результат показывает, что соответствие AA ν↔ , где A – непустой выпуклый ком-
пакт в ( )P XβD  задает взаимно однозначное отображение между множеством ( )OS XβD  и выпук-
лыми компактными подмножествами ( )P XβD . 

Теорема 2. Если A и B – непустые выпуклые компакты в ( )P XβD , то A Bν ν=  тогда и только то-
гда, когда A B= . 
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