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ДВОЙНЫЕ ЛИНИИ ВЫРОЖДЕННОГО ЧАСТИЧНОГО ОТОБРАЖЕНИЯ  
ЕВКЛИДОВА ПРОСТРАНСТВА, ПОРОЖДАЕМОГО ЗАДАННОЙ  

ЦИКЛИЧЕСКОЙ СЕТЬЮ ФРЕНЕ 

Г. Матиева, А.Б. Ташпулатов 

Найдено необходимое и достаточное условие для того, чтобы ортогональная проекция любой линии 
4E⊂A  в 3E  была двойной линией вырожденного частичного отображения, порождаемого заданной 

циклической, голономной сетью Френе. 

Ключевые слова: двойная линия; вырожденное частичное отображение; циклическая сеть Френе. 
 
 
В области Ω  евклидова пространства 4Ε  задана циклическая сеть Френе 4Ε� . Подвижной орто-

нормированный репер ( )1 1 2 3 4, , , ,X e e e eℜ =
G G G G  в области Ω  выбран так, чтобы он был репером Френе 

[1] для линии 1ω  заданной сети 4Ε� . Деривационные формулы репера 1ℜ  имеют вид: 
i

idX eω=
G G , k

i i kde eω=G G .  (1) 
Формы ,i k

iω ω  удовлетворяют структурным уравнениям евклидова пространства: 
, , 0i

i k i k j k j i
k i j i jD Dω ω ω ω ω ω ω ω= ∧ = ∧ + = . (2) 

Поскольку репер 1ℜ  построен на касательных к линиям сети 4Ε� , формы k
iω  становятся главны-

ми [2], т.е. 
k k j
i ijω ω= Λ .  (3) 

В силу последнего равенства формулы (2) имеем: 
k i
ij kjΛ = −Λ . 

Дифференцируя внешним образом систему уравнений (3) и применяя лемму Картана, получим: 
( )j j j j m

ik ikm i km k imd ωΛ = Λ + Λ Λ + Λ ΛA A
A A .  (4) 

Система величин { },j j
ik ikmΛ Λ  определяет геометрический объект второго порядка. 

Псевдофокус [3] ( )j
iF i j≠  касательной к линиям iω  циклической сети 4Σ  Френе определяется 

следующим радиус-вектором: 
( ) ( )1 1j j i

i ij i jj iF X e X e= − Λ = + Λ
G G GG G .  (5) 
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Так как заданная сеть 4Σ�  является циклической сетью Френе (т.е. реперы ( )1 1 2 3 4, , , ,X e e e eℜ =
G G G G  

( )2 2 3 4 1, , , ,X e e e eℜ =
G G G G , ( )3 3 4 1 2, , , ,X e e e eℜ =

G G G G , ( )4 4 1 2 3, , , ,X e e e eℜ =
G G G G  являются реперами Френе для линий 

1ω , 2ω , 3ω , 4ω  соответственно) [4], на каждой касательной к линиям сети Френе 4Σ  существует 
только по одному псевдофокусу ( )4

1 1,F X е∈
G , ( )1

2 2,F X e∈
G , ( )2

3 3,F X e∈
G , ( )3

4 4,F X e∈
G , а остальные 

являются бесконечно удаленными точками расширенного евклидова пространства 4E .  
Когда точка X смещается в области Ω , точка 4

1F  описывает свою область 4
1 4EΩ ∈ . Получим час-

тичное отображение 4
1:f Ω→Ω  такое, что ( ) 4

1f X F= .  
Продифференцируя обычным образом равенство (4) получим: 

( ) ( )
4 4

4 114 1 141 11
1 1 1 12 24 44 4

14 1414 14

m k m k
i m m

i k k
В В

dF e e e e e e
ω ω

ω ω
⎡ ⎤Λ Λ⎢ ⎥= + − = + − +
⎢ ⎥Λ ΛΛ Λ⎣ ⎦

G G G G G G G  

( ) ( )
44

2 3143 13142 12
2 1 3 12 24 44 4

14 1414 14

kk

k k
ВВe e e e e eω ω

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ΛΛ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + − + + − +
⎢ ⎥ ⎢ ⎥Λ ΛΛ Λ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

G G G G G G  (6) 

( )
4

4144 14
4 12 44

1414

k

k
Вe e e ω

⎡ ⎤Λ⎢ ⎥+ + −
⎢ ⎥ΛΛ⎣ ⎦

G G G  

Введем обозначения: 

( )
4 2
141 11

1 1 22 44
1414

1
В

b е е
⎡ ⎤ Λ⎢ ⎥= + −
⎢ ⎥ ΛΛ⎣ ⎦

G G G , 
( )

4 4
142 12

2 1 2 42 44
1414

Вb е е еΛ
= + −

ΛΛ

G G G G , 

( )
4 2 4
143 13 13

3 1 2 3 42 4 44
14 1414

В
b е е е е

Λ Λ
= − + −

Λ ΛΛ

G G G G G , 
( )

4 2
144 14

4 1 22 44
1414

Вb е еΛ
= −

ΛΛ

G G G , (7) 

где 4
14 14 1 4 4 1

j j j
m m m mВ = Λ + Λ Λ + Λ ΛA A

A A . 
Рассмотрим случай, когда циклическая сеть Френе 4Σ  голономная, т.е. 0k

ijΛ =  ( , ,i j k −  различ-

ны). Тогда векторы ib
G

 имеют вид: 

( )
4 2
141 11

1 1 22 44
1414

1 Вb е e
⎡ ⎤ Λ⎢ ⎥= + −
⎢ ⎥ ΛΛ⎣ ⎦

G G G , 
( )

4
142

2 1 224
14

Вb е е= +
Λ

G G G , (8) 

( )
4
143

3 1 324
14

В
b е е= +

Λ

G G G , 
( )

4
144

4 124
14

Вb е=
Λ

G G . 

Видно, что 4 1,b е
G G  – коллинеарны, 1 2 3, ,b b b

G G G
 – линейно независимы. Следовательно, область 4

1Ω  яв-
ляется трехмерным, значит, отображение 4

1:f Ω→Ω  является вырожденным. 
Линии ( ), f=A A A  называются двойными линиями отображения f, если касательные к ним, взя-

тые в соответствующих точках X и ( )f X  пересекаются, либо параллельны [5]. 
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Рассмотрим векторы ( )4 4
1 1 1 14 1, , 1e b XF e= − Λ

JJJJGGG G , где ( )1 1f e b=
GG . Учитывая (6), получаем что 

( )4
1 1 1, , 0e b XF =

JJJJGGG , т.е. эти векторы компланарны, следовательно линия 1ω  циклической, голономной 

сети Френе 4Σ�  является двойной линией вырожденного отображения 4
1:f Ω→Ω . 

Аналогичным образом можно убедиться в том, что линии 2ω  и 3ω  данной циклической, голо-
номной сети Френе 4Σ�  являются двойными линиями отображения f. 

Рассмотрим линию ( )3 1 2 3, , ,E X e e e⊂ =
G G GA  и ее касательный вектор 1 2 3

1 2 3e e e= + +
G G G GA A A A . Пусть 

( )f=A A  образ этой линии в рассматриваемом отображении. Тогда ее касательный вектор имеет вид: 

( ) 1 2 3
1 2 3f b b b= + +
G G GG

A A A A . 
Учитывая (6), (7), (8), отсюда получим: 

( )
( ) ( ) ( )

44 4 2
1 2 3 1 2 3143141 142 11

1 2 32 2 2 44 4 4
1414 14 14

1
ВВ Вf e e e

⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎛ ⎞Λ⎜ ⎟⎢ ⎥= + + + + − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ Λ⎜ ⎟ ⎝ ⎠Λ Λ Λ⎣ ⎦⎝ ⎠

G G G GA A A A A A A . 

Введем обозначения: 

( ) ( ) ( )
44 4

1 1 2 3143141 142
2 2 24 4 4

14 14 14

1
ВВ В⎡ ⎤

⎢ ⎥= + + +
⎢ ⎥Λ Λ Λ⎣ ⎦

A A A A , 

2
2 1 211

4
14

Λ
= − +

Λ
A A A , 3 3=A A .  (9) 

Тогда имеем: ( ) 1 2 3
1 2 3f e e e= + +

G G G GA A A A . 

Найдем смешанное произведение трех векторов 
G
A , ( )f

G
A , 4

1XF
JJJJG

: 

( )( ) ( )4 2 3 3 2 4
1 14, ,f f ХF = − Λ

JJJJGG G
A A A A A . 

Эти векторы компланарны тогда и только тогда, когда 2 3 3 2 0− =A A A A , т.е. когда а) 2 2=A A  либо 
б) 3 0=A . Отсюда, учитывая первое равенство формулы (9), имеем: 

а) 
2
11
4
14

0Λ ′ =
Λ

A . Так как 
( )

( , , )
( , )

z M

dpdqR z M
R p q

ω
∂

= ∫∫ , отсюда получим 1 0=A . 

б) ( ) 1 2
1 2 ,f e e= +

G G G GA A A  1 2
1 2 ,e e= +

G G GA A A  

Обратно, если 1 0=A  или 3 0=A , то векторы ( ) 4
1, ,f ХF

JJJJGG G
A A  – компланарны. 

Таким образом, доказана следующая теорема. 
Теорема. Линии ( )3 ,E f ′⊂ =A A A  являются двойными линиями вырожденного отображения 

4
1:f Ω→Ω  тогда и только тогда, когда 1 0=A  либо 3 0=A  (т.е. ее касательный вектор 

G
A  лежит на 

плоскости ( )2 3, ,X e eG G  либо на плоскости ( )1 2, ,X e eG G ). 
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СУЩЕСТВОВАНИЕ М-ВЫПУКЛОЙ ГИПЕРПОВЕРХНОСТИ В nE  

А. Таскараев, Ж.Р. Абдуллаев  

Исследованы вопросы существования выпуклой гиперповерхности специального вида и доказано 
несколько теорем. 

Ключевые слова: гиперплоскость; гиперповерхность с краем; проектирование; кривизна. 
 
 
Пусть 1n nG E E +⊂ ⊂  замкнутая ограниченная выпуклая область. Через ( )M G  обозначим класс 

минимальных гиперповерхностей с краями, которые однозначно проектируются на G∂ , а сама 
поверхность – в область G. Ясно, что 0 0( )M G M M+ −= ∪ , где ( )M G+  подкласс минимальных 

гиперповерхностей расположенных в полупространстве 0Z > , а ( )M G−  подкласс минимальных 
гиперповерхностей расположенных в полупространстве 0Z < . Мы рассмотрим один из них, 
например ( )M G+ . 

Пусть ( )M G+Φ∈  минимальная гиперноверхность и задается уравнением ( )Z xϕ= , где 

1 2 3( , , ,... ).nx x x x x=  
Пусть inf ( )

x G
m xϕ ϕ

∈
= , sup ( )

x G
M xϕ ϕ

∈
=  

MH
ϕ

 – график функции Z Mϕ=  в G. Через Tϕ  обозначим выпуклые оболочки Φ  и MH
ϕ

, т.е. 

0 ( , )MT C H
ϕϕ = Φ . 

Пусть далее QZ – шаровой цилиндр с направляющей Q и образующими параллельными оси Z, 
где Q – наименьший замкнутый n-мерный шар на гиперплоскости Еп, содeржащий в себе G. 

Через фZ  обозначим часть QZ , отсекаемую от него гиперплоскостями Z Mϕ=  и Z mϕ= . 

Очевидно, имеют место включения TϕΦ ⊂ ∂ , T ZΦ Φ= . 
Для интегральных кривизн порядка к выпуклой поверхности Φ  имеют место формулы 

Штейнера:  

0

( ) ( , )
n

k k
n k

k

G A C A hω
=

= Φ∑ , где A⊂Φ  – борелевское множество, h=const>0, G(A) – площадь А. 

Тогда, при всех k=0,1,2,…,n 
( ) ( ), ,k Ф Ф k Ф ФT T Z Zω ω∂ ∂ ≤ ∂ ∂   (1) 

при всех k=0,1,2,…,n  
( ) ( ), ,k k Ф ФФ G T Tω ω≤ ∂ ∂   (2) 

Из (1) и (2) получим неравенство  


